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MAT-2930 Algèbre linéaire appliquée 
Jean-François Lalonde

Examen final



Stratégies avant l’examen
• Dans les jours précédant l’examen :  

• DORMIR 

• Étude :  
• devoirs, exercices faits en classe  

• examens des années précédentes—ATTENTION! 

• révision des notes de cours pour les modules plus difficiles 

• objectifs du cours (sur le site web) 

• Dans les heures précédant l’examen : 
• Alimentation adéquate (attention au sugar crash) 

• Économisez votre énergie intellectuelle 

• Détente
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Stratégies durant l’examen

• Avant de commencer : 
• Survoler l’examen et classer les 

questions selon leur difficulté/temps 

• Après avoir commencé : 
• Commencer par les questions les 

plus faciles ! 

• Bloqué.e ? Sautez la question et 
prenez note d’y revenir 

• Faites comme Dwight : respirez !
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Stratégies après l’examen
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4. Valeurs et vecteurs propres



Vecteur propre

• Un vecteur propre d’une matrice  de dimensions  est un 
vecteur non-nul tel que : 

A n × n
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<latexit sha1_base64="E2qxE34nG8qAdx+VlF6dDv+Rdrs="></latexit>

Ax = �x

L’orientation de  n’est pas modifiée par  !x A



Calcul des valeurs et vecteurs propres

•  est une valeur propre de  si l’équation suivante admet une 
solution non-triviale :  
 
 
 

• Si l’espace nul n’est pas de dimension 0, cela revient à dire que la 
matrice  est singulière.

λ A

(A − λI)
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<latexit sha1_base64="f5sQqMQOUu3o97vTPGp1rG4/2YA="></latexit>

(A� �I)x = 0
Problème : nous avons  
2 inconnues (  et )… λ x

Besoin d’une façon (autre que l’élimination) 
de déterminer si une matrice est singulière !



Cofacteurs

• Le cofacteur d’un élément  d’une matrice  est :aij n × n
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On obtient  en retirant 
la ligne  et la colonne  de 

Aij
i j A

<latexit sha1_base64="qq+ag1pkHraPLQXA263aXjJbf6M="></latexit>

Cij = (�1)(i+j)detAij



Expansion de cofacteurs de Laplace

• Le déterminant d’une matrice  de dimensions  est donné par 
 
 
 
 

• ou : 

A n × n

9

<latexit sha1_base64="vC/nLT4mfqYc+8AYAbbk2VYFgv4="></latexit>

|A| = ai1Ci1 + ai2Ci2 + ...+ ainCin

=
nX

j=1

aijCij

<latexit sha1_base64="dQO9EPjHdOB5Yh1xZDIopWkIIbc="></latexit>

|A| = a1jC1j + a2jC2j + ...+ anjCnj

=
nX

i=1

aijCij

pour n’importe quelle  
ligne

pour n’importe quelle 
colonne



Signe du cofacteur ?

•  pair ou impair ?  
 
 
 

• Truc : 

(i + j)
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<latexit sha1_base64="bcMOJatnIB+0ZpSOzynQ4dp6ye8="></latexit>2

666664

+ � + � . . .
� + � + . . .
+ � + � . . .
� + � + . . .
...

...
...

...
. . .
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<latexit sha1_base64="qq+ag1pkHraPLQXA263aXjJbf6M="></latexit>

Cij = (�1)(i+j)detAij



Résumé

1. Calculer le polynôme caractéristique 
2. Déterminer les valeurs propres en trouvant les racines du polynôme 

3. Pour chaque valeur propre  :  

1. Calculer une base pour l’espace nul de la matrice   

2. Les vecteurs formant cette base sont les vecteurs propres de  associés à 

λi

A − λiI

A λi
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Les valeurs propres d’une matrice  sont les solutions de l’équationA
<latexit sha1_base64="nOAA7ivBc8rVIJS4d3l5unMtphQ="></latexit>

det(A� �I) = 0



5. Orthogonalité



<latexit sha1_base64="P1GM73RJevWxVH/kwfGeYL9aF2M=">AAACAHicbVDLSsNAFL3xWeOr6tLNYBFclaRoq7uiG5cV7QPaUCbTSTt08mBmIobQjXu3+gvuxK1/4h/4GU7TCNZ64MLhnHu59x434kwqy/o0lpZXVtfWCxvm5tb2zm5xb78lw1gQ2iQhD0XHxZJyFtCmYorTTiQo9l1O2+74auq376mQLAzuVBJRx8fDgHmMYKWl24d+pV8sWWUrA1okdk5KkKPRL371BiGJfRoowrGUXduKlJNioRjhdGL2YkkjTMZ4SLuaBtin0kmzUyfoWCsD5IVCV6BQpv6eSLEvZeK7utPHaiT/elPxP68bK+/cSVkQxYoGZLbIizlSIZr+jQZMUKJ4ogkmgulbERlhgYnS6cxtiUaJZEROTDOLpmbZF1UbLZKfaFqVsl0tn92cluqXeUgFOIQjOAEbalCHa2hAEwgM4Qme4cV4NF6NN+N91rpk5DMHMAfj4xuojJb4</latexit>x2

<latexit sha1_base64="S7Gbas8cRQ/M3wS7OiPza/Hl0TM=">AAACAHicbVDLSsNAFL2prxpfVZduBovgqiSire6KblxWtA9oQ5lMJ+3QyYOZiRhCN+7d6i+4E7f+iX/gZzhNI1jrgQuHc+7l3nvciDOpLOvTKCwtr6yuFdfNjc2t7Z3S7l5LhrEgtElCHoqOiyXlLKBNxRSnnUhQ7Luctt3x1dRv31MhWRjcqSSijo+HAfMYwUpLtw99u18qWxUrA1okdk7KkKPRL331BiGJfRoowrGUXduKlJNioRjhdGL2YkkjTMZ4SLuaBtin0kmzUyfoSCsD5IVCV6BQpv6eSLEvZeK7utPHaiT/elPxP68bK+/cSVkQxYoGZLbIizlSIZr+jQZMUKJ4ogkmgulbERlhgYnS6cxtiUaJZEROTDOLpmbZF1UbLZKfaFonFbtaObs5Ldcv85CKcACHcAw21KAO19CAJhAYwhM8w4vxaLwab8b7rLVg5DP7MAfj4xum8pb3</latexit>x1

Vecteurs orthogonaux (ou perpendiculaires)

• Deux vecteurs sont 
orthogonaux si :  
 
 

• Le vecteur 0 est orthogonal à 
n’importe quel autre vecteur
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Sous-espaces d’une matrice
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Espace des colonnes

Espace nul

Espace des lignes

Espace nul de 𝐀⊤

n

<latexit sha1_base64="OciDldZ8blj5SGEz8GizsJ7yRMw="></latexit>

rang(A) = r

m



Théorème de la décomposition orthogonale
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où  et . Si  est une base orthogonale de , alorsv̂ ∈ 𝒲 z ∈ 𝒲⊥ {u1, u2, …, up} 𝒲

Soit  un sous-espace de . Tout vecteur  peut être écrit sous la forme𝒲 ℝn v ∈ ℝn

<latexit sha1_base64="WV4D+3f7D96XVXaTQFPOnHyXqVM="></latexit>

v̂ =
u>
1 v

u>
1 u1

u1 +
u>
2 v

u>
2 u2

u2 + . . .+
u>
p v

u>
1 up

up

<latexit sha1_base64="JBdoVwp9ZxOb8pH3JtWdb6w+7FE="></latexit>

v = v̂ + z



Objectif

• Soit un sous-espace  donné par une base 
 
 

• La méthode de Gram-Schmidt permet de trouver une base 
orthogonale (et même orthonormale) du même sous-espace 

𝒲 ∈ ℝn

𝒲
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<latexit sha1_base64="5ckc3DMAU/jUQ7e3E5594pypXA4="></latexit>

{x1,x2, . . . ,xp}

<latexit sha1_base64="6TUrL58oZ2t+YpAPeMM//0QHpOQ="></latexit>

{q1,q2, . . . ,qp}



Cas à deux vecteurs

• Commençons par un sous-
espace  à 2 dimensions 
 
 

• On obtient 
 
 

• Sont-ils bien orthogonaux ?

𝒲
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<latexit sha1_base64="+chHaF9/RtTgFnar3yTnIrWTi+Q=">AAACK3icbVDLSsNAFJ3UV42vquDGzWARXEhJira6K7jpsoJ9QFPKZDpph04mYWZSDDE/41b9GleKW39DnLYRrPXAwOGcc7l3jhsyKpVlvRm5ldW19Y38prm1vbO7V9g/aMkgEpg0ccAC0XGRJIxy0lRUMdIJBUG+y0jbHd9M/faECEkDfqfikPR8NOTUoxgpLfULR07iTNzkPu3b5zBjZSftF4pWyZoBLhM7I0WQodEvfDmDAEc+4QozJGXXtkLVS5BQFDOSmk4kSYjwGA1JV1OOfCJ7yez+FJ5qZQC9QOjHFZypvycS5EsZ+65O+kiN5F9vKv7ndSPlXfUSysNIEY7ni7yIQRXAaRlwQAXBisWaICyovhXiERIIK13ZwpZwFEuK5cJHEk4x8XQ6Nc1ZYVXLvq7YcJn8FNYql+xK6fL2olirZ9XlwTE4AWfABlVQA3XQAE2AwQN4BE/g2XgxXo1342MezRnZzCFYgPH5DQXvqH8=</latexit>

{x1,x2}

<latexit sha1_base64="zioKMJu5xvZ/X4MaEVF2YYWIE1I="></latexit>

v2 = x2 �
x>
2 v1

v>
1 v1

v1
<latexit sha1_base64="353ZRFCzLCyzNnOm8McTWaP41D4=">AAACKHicbZDLSsNAFIYn9Vbjrdqlm8EiuCqJaKsLoeCmywr2Am0Ik+mkHTqZhJlJMYQ8i1v1adxJtz6IOE0rWOuBgY//P4dz5vciRqWyrJlR2Njc2t4p7pp7+weHR6Xjk44MY4FJG4csFD0PScIoJ21FFSO9SBAUeIx0vcn93O9OiZA05I8qiYgToBGnPsVIacktlQdTL51mrg3v4ByfNLqlilW18oLrYC+hApbVcktfg2GI44BwhRmSsm9bkXJSJBTFjGTmIJYkQniCRqSvkaOASCfNj8/guVaG0A+FflzBXP09kaJAyiTwdGeA1Fj+9ebif14/Vv6Nk1IexYpwvFjkxwyqEM6TgEMqCFYs0YCwoPpWiMdIIKx0XitbonEiKZYrH0k5xcTX3Zlp5oHVLfu2ZsN1+Amsc1m1a9Xrh6tKo7mMrghOwRm4ADaogwZoghZoAwwS8AxewKvxZrwbH8Zs0VowljNlsFLG5zfwV6bf</latexit>v1 = x1



Factorisation QR
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On sait comment calculer . Comment obtenir  ?Q R

Rappel 
 est une matrice orthonormaleQ

<latexit sha1_base64="f8zH1rZoshgJPF9eT8wxmdwdhko=">AAACKnicbVDLSsNAFJ3UV42vqrhyM1gEVyURbXUhVNy4klbsA9pSJtNJO3QyCTOTQgj5GLfq17grbv0OcZJWsNYLMxzOOZd773ECRqWyrKmRW1ldW9/Ib5pb2zu7e4X9g6b0Q4FJA/vMF20HScIoJw1FFSPtQBDkOYy0nPFdqrcmREjq8ycVBaTnoSGnLsVIaapfOOpOnPg2gTcwBfUk/R+TfqFolays4DKw56AI5lXrF766Ax+HHuEKMyRlx7YC1YuRUBQzkpjdUJIA4TEako6GHHlE9uJs/QSeamYAXV/oxxXM2N8dMfKkjDxHOz2kRvKvlpL/aZ1QuVe9mPIgVITj2SA3ZFD5MM0CDqggWLFIA4QF1btCPEICYaUTW5gSjCJJsVw4JOYUE1e7E9PMAqtY9nXZhsvgJ7Dmeckuly7rF8Xqwzy6PDgGJ+AM2KACquAe1EADYBCDZ/ACXo03492YGh8za86Y9xyChTI+vwH81qf7</latexit>

A = QR



6. Distance et approximation



Moindres carrés
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<latexit sha1_base64="eQNE5tcQy2T28Myyv6zYq+uF1yE=">AAACG3icbVBNS8NAEJ34WeNX1aOXxSJ4Koloq7eiF48V7Ae0oWy2m3bpZhN2N4US8ie8qr/Gm3j14J8Rt20Ea30w8Hhvhpl5fsyZ0o7zaa2srq1vbBa27O2d3b394sFhU0WJJLRBIh7Jto8V5UzQhmaa03YsKQ59Tlv+6Hbqt8ZUKhaJBz2JqRfigWABI1gbqd0d+ynOem6vWHLKzgxombg5KUGOeq/41e1HJAmp0IRjpTquE2svxVIzwmlmdxNFY0xGeEA7hgocUuWls3szdGqUPgoiaUpoNFN/T6Q4VGoS+qYzxHqo/npT8T+vk+jgykuZiBNNBZkvChKOdISmz6M+k5RoPjEEE8nMrYgMscREm4gWtsTDiWJELTySCkZoYLoz254FVnXc64qLlslPYM3zslspX95flGo3eXQFOIYTOAMXqlCDO6hDAwhweIQneLZerFfrzXqft65Y+cwRLMD6+AZGC6J0</latexit>a1

<latexit sha1_base64="R3JCiOrb0/deA3VmOc6p7XYRQ9Q=">AAACG3icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mKtnorevFYwX5AW8pmu2mXbjZhd1MIoX/Cq/prvIlXD/4ZcZtGsNYHA4/3ZpiZ54acKW3bn1ZubX1jcyu/XdjZ3ds/KB4etVQQSUKbJOCB7LhYUc4EbWqmOe2EkmLf5bTtTm7nfntKpWKBeNBxSPs+HgnmMYK1kTq9qZvg2aAyKJbssp0CrRInIyXI0BgUv3rDgEQ+FZpwrFTXsUPdT7DUjHA6K/QiRUNMJnhEu4YK7FPVT9J7Z+jMKEPkBdKU0ChVf08k2Fcq9l3T6WM9Vn+9ufif1420d9VPmAgjTQVZLPIijnSA5s+jIZOUaB4bgolk5lZExlhiok1ES1vCcawYUUuPJIIR6pnuWaGQBlazneuqg1bJT2CtStmpli/vL0r1myy6PJzAKZyDAzWowx00oAkEODzCEzxbL9ar9Wa9L1pzVjZzDEuwPr4BR7uidQ==</latexit>a2

<latexit sha1_base64="T05xqvabCf/x2qDsox1RU6efufI=">AAACGXicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEW70VvXisYD+gDWWz3bRrN5uwuymU0P/gVf013sSrJ/+MuE0jWOuDgcd7M8zM8yLOlLbtTyu3srq2vpHfLGxt7+zuFfcPmiqMJaENEvJQtj2sKGeCNjTTnLYjSXHgcdryRjczvzWmUrFQ3OtJRN0ADwTzGcHaSM3u2Eu8aa9Ysst2CrRMnIyUIEO9V/zq9kMSB1RowrFSHceOtJtgqRnhdFroxopGmIzwgHYMFTigyk3Sa6foxCh95IfSlNAoVX9PJDhQahJ4pjPAeqj+ejPxP68Ta//STZiIYk0FmS/yY450iGavoz6TlGg+MQQTycytiAyxxESbgBa2RMOJYkQtPJIIRqhvuqeFQhpY1XauKg5aJj+BNc/KTqV8cXdeql1n0eXhCI7hFByoQg1uoQ4NIPAAj/AEz9aL9Wq9We/z1pyVzRzCAqyPbwT+odE=</latexit>

b

<latexit sha1_base64="MkI+tT8H5gqOrV6QdQ2qynJbg00=">AAACH3icbVDNSsNAGNzUvxr/qh69LBbBU0lEW70VvXisYG2hCWWz3TRLN5uwuymEkNfwqj6NN/HalxG3aQRrHVgYZubj+3a8mFGpLGtmVNbWNza3qtvmzu7e/kHt8OhJRonApIsjFom+hyRhlJOuooqRfiwICj1Get7kbu73pkRIGvFHlcbEDdGYU59ipLTkOAFSmTP1Mi/Ph7W61bAKwFVil6QOSnSGtS9nFOEkJFxhhqQc2Fas3AwJRTEjuekkksQIT9CYDDTlKCTSzYqbc3imlRH0I6EfV7BQf09kKJQyDT2dDJEK5F9vLv7nDRLlX7sZ5XGiCMeLRX7CoIrgvAA4ooJgxVJNEBZU3wpxgATCSte0tCUOUkmxXPpIxikmvk7nplkU1rLsm6YNV8lPYU8XDbvZuHq4rLdvy+qq4AScgnNggxZog3vQAV2AQQyewQt4Nd6Md+PD+FxEK0Y5cwyWYMy+AU2rpJ4=</latexit>

b̂

<latexit sha1_base64="UGWi+bKq9X9rY7QnJWMoIPaIhLw="></latexit>

✏ = ||b� b̂||

On nomme la solution à l’équation

la solution aux moindres carrés  
car c’est elle qui minimise l’erreur quadratique moyenne

<latexit sha1_base64="Bv8U2KtePXc1GglpXKl4aj0pkuk="></latexit>

A>Ax̂ = A>b
On nomme cette équation 

l’équation normale



Inversibilité
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Si les colonnes de  sont linéairement indépendantes, alors  est inversible.A A⊤A
Preuve ? Commençons avec .A⊤Ax = 0

<latexit sha1_base64="b+Ol8IkEnIozLFGovh0lvF4oDm4="></latexit>

x̂ = (A>A)�1A>b

<latexit sha1_base64="Bv8U2KtePXc1GglpXKl4aj0pkuk="></latexit>

A>Ax̂ = A>b
C’est la matrice pseudo-inverse



La décomposition en valeurs singulières 
(Singular Value Decomposition, ou SVD)
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La SVD permet de factoriser n’importe quelle matrice  : A
<latexit sha1_base64="jfXpt7SkktNMjTT0E3OV7rxb/E8="></latexit>

A = U⌃V>


